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Le sujet comporte quatre (4) exercices indépendants. Les calculatrices ne sont pas autorisées. 
 
Exercice N°1 : 
 

ℂ[�] désigne l’ensemble des polynômes à coefficients complexes. Soit � = �� + � − 1 un 
polynôme de ℂ[�]. On note � avec k ∈ �1	, 2	, 3� , les trois racines complexes de �	. 
 

1. Vérifier (sans chercher à les calculer) que les trois racines de � sont distinctes. 
2. En utilisant la division euclidienne de �� par P,  calculer la valeur de la somme : 

 
� = ��� + ��� + ��� 

 

Exercice N°2 : 
 

Soit la fonction � définie sur par : 

	���� = � cos  
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!
	"  

 
1. Montrer que la fonction � est définie et dérivable sur ℝ∗ . 
2. Etudier la parité de 	� . 
3. Montrer que pour tout  � ∈ [0	, & 2⁄ 	] , 	1 − �� ≤ cos � ≤ 1 . 
4. Prolonger � par continuité en 0 et montrer que � ainsi prolongée est dérivable en 0. 
5. Calculer : 

lim!→-.���� 
 
Exercice N°3 : 
 
Soit / une fonction définie de [0, +∞[  dans ℝ , continue,  décroissante et telle que : 

lim!→-./��� = 0. 
Pour tout entier naturel  n, on pose :  
 

12 = � /� � sin  	" 				4 				5 = � /� � sin  
-.
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1. Montrer  que la série de terme général 12 est une série alternée. 
2. Montrer que : |12| ≤ &/�9&�. 
3. Montrer que la série de terme général 12 est convergente.  
4. Montrer que l’intégrale 5 est convergente et calculer sa valeur pour /��� = 4:! . 
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Exercice N°4 : 
 

On désigne par ;��ℝ�  l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 à coefficients réels. 
On donne la matrice A suivante :  

< = =	3 −1
6 −2	? 

 
et on définit l’application @A de ;��ℝ�   dans ;��ℝ�  par : 
 

∀; ∈ ;��ℝ�,			@A�;� = <; − ;< 
 

1. Calculer  <�. En déduire un polynôme annulateur de <	, le plus simple possible. 
2. Prouver que < est diagonalisable et déterminer une matrice inversible � de ;��ℝ�  et 

une matrice diagonale C de ;��ℝ� dont la première colonne est nulle telles que : 
 

< = �C�:� 
Donner la matrice �:� . 

3. Montrer que @A  est un endomorphisme de ;��ℝ� . 
4. Etablir que �� − �  est un polynôme annulateur de @A . En déduire les valeurs propres 

possibles de  @A . 
5. Montrer que la matrice ; est un vecteur propre de @A associé à la valeur propre D  si  et 

seulement si la matrice E = �:�;� est non nulle et vérifie l’équation : 
 

CE − EC = DE 
 

6. On pose : E = =	� F
G  	? et  H = =	−2 1

−6 3	?	. 
 

a. Trouver l’ensemble des matrices E telles que  CE − EC = 0	. 
b. En déduire que la famille �<	, H�  est une base  de I4J@A  , le sous-espace propre 

de  @A associé à la valeur propre 0. 
c. Déterminer les deux autres valeurs propres non nulles D� et   D� de @A  et 

caractériser les matrices E associées. 
d. Déterminer une base de chaque sous-espace propre K�D��  et K�D��  de @A associé 

aux valeurs propres D� et   D� . 
 

7. L’endomorphisme @A est-il diagonalisable ? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


